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ABSTRAK 
Penyelesaian berangka bagi masalah aliran mantap lapisan sempadan olakan be-
bas berlamina terhadap silinder membulat dan mengufuk dengan syarat sempadan 
isoterma di dalam bendalir likat diperoleh dalam kajian ini. Persamaan menakluk 
lapisan sempadan terlebih dahulu dijelmakan ke dalam bentuk tak berdimensi. 
Seterusnya, persamaan tersebut dijelma menggunakan penjelmaan tak serupa. 
Persamaan yang terhasil diselesai secara berangka menggunakan kaedah beza ter-
hingga tersirat yang efisien iaitu skim kotak Keller. Penyelesaian yang terhasil 
bagi ciri-ciri pemindahan haba bagi kes nombor Prandtl, Pr=l diguna untuk 
membandingkan ketepatan kaedah ini dengan kaedah yang digunakan sebelumnya 
(Merkin 1976). Keputusan yang diperoleh menunjukkan hasil perbandingan adalah 
baik. Keputusan baru bagi kes nombor Prandtl, Pr=7 dengan skop masalah yang 
sama juga dibincangkan. Di samping itu, profil halaju dan profil suhu bagi nombor 
Prandtl Pr= l dan Pr=7 juga diketengahkan. Didapati, pekali pemindahan haba 
menokok, berbanding pekali geseran kulit yang menyusut dengan pertambahan 
nilai Pr. Seterusnya, profil suhu dan profil halaju menyusut pada lapisan yang 
lebih jauh dari permukaan silinder. 
IV 
FREE CONVECTION BOUNDARY LAYER ON A N 
ISOTHERMAL HORIZONTAL CIRCULAR CYLINDER 
ABSTRACT 
Numerical solutions for the steady laminar free convection boundary layer flow 
over an isothermal horizontal circular cylinder in a viscous fluid are presented in 
this study. The governing boundary layer equations are first transformed into a 
non-dimensional form. These equations are then transformed using a nonsimilar 
transformation, and the resulting equations are solved numerically using a very 
efficient implicit finite-difference method known as the Keller-box scheme. The 
obtained solutions on heat transfer characteristics for the Prandtl number Pr=l 
are used to compare the accuracy of the present method with that known from 
previous work (Merkin 1976). The results are found to be in good agreement. New 
results for Prandtl number Pr=7 are also presented. In addition, representative 
velocity and temperature profiles are also presented for Prandtl number Pr=l and 
Pr—7. As a result, the heat transfer coefficient increases, while the skin friction 
coefficient decreases as value of Pr increases. Meanwhile, velocity and temperature 
profiles decrease as the layer far away from the cylinder surface. 
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B A B I 
P E N G E N A L A N 
1.1 Proses Olakan 
Haba adalah tenaga dalam transit, iaitu tenaga yang berada dalam keadaan fana. 
Haba tidak boleh disimpan tetapi akan terus mengalir selagi wujud perbezaan suhu 
di antara dua titik di dalam sesuatu jirim (Amer Nordin Darus 1995). 
Proses pemindahan haba secara olakan adalah satu fenomena permukaan 
yang hanya terjadi di permukaan jasad. Melalui analisis pemindahan haba olakan, 
proses olakan dapat dibahagikan kepada dua iaitu olakan bebas dan olakan paksa 
(Amer Nordin Darus 1995). 
Olakan bebas adalah suatu proses pemindahan haba yang wujud dengan 
sendiri tanpa dibantu oleh agen luar yang mendorong bendalir persekitaran bero-
lak menyesarkan sejumlah tenaga haba dari permukaan jasad ke sekelilingnya. 
Menurut Amer Nordin Darus (1995), pada hakikatnya proses olakan bebas ini ter-
jadi lantaran terjadinya suatu perubahan kecil terhadap sifat ketumpatan bendalir 
yang menyentuh jasad panas. Keadaan yang sama juga berlaku jika jasad adalah 
dingin dan bendalir sekitaran adalah hangat. Jadi, agen penyebab terjadinya 
olakan bebas bendalir ialah daya apungan bendalir itu sendiri. Manakala, olakan 
paksa pula disebabkan oleh pergerakan bendalir yang diransang oleh faktor-faktor 
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luaran seperti pemanasan dari bawah, pengepaman dan sebagainya. 
Di dalam aplikasi bagi aliran lapisan sempadan olakan bebas, perbezaan 
suhu wujud pada kawasan sempadan berhampiran dengan permukaan jasad panas 
atau sejuk. Ini menyebabkan timbulnya kecerunan ketumpatan, dan daya jasad 
yang terlibat dalam medan aliran yang berolak secara terma itu adalah akibat 
daripada kesan medan graviti semata-mata (Bejan 1984). 
qBATL3 Parameter ( G r / R e 2 ) dengan Gr = adalah nombor Grashof dan 
U L 
Re = ^ adalah nombor Reynolds dengan g, 0, A , T, L, v dan U^ telah 
dinyatakan di bahagian senarai simbol (Sila rujuk senarai simbol). Ia adalah para-
meter yang lazim digunakan untuk mencirikan sama ada sesuatu proses olakan itu 
bersifat bebas atau paksa. Apabila Gr/Re2 = 1, proses olakan bebas dan olakan 
paksa adalah sama penting, jika Gr/Re2 1, proses olakan harus dianalisis secara 
olakan paksa dan jika Gr/Re2 1, proses pemindahan haba yang dominan ialah 
olakan bebas (Amer Nordin Darus 1995). 
Proses pemindahan haba olakan boleh dikelaskan kepada terbatas atau tak 
terbatas, atau masing-masingnya aliran dalaman dan aliran luaran. Bagi proses 
olakan bebas, aliran luarannya adalah terhadap jasad yang terendam (seperti plat 
rata, silinder dan sfera) dan aliran dalamannya adalah di dalam tiub (seperti paip 
dan saluran). Aliran yang terhasil boleh dikelaskan lagi kepada aliran lamina dan 
aliran gelora (Burmeister 1993). 
Aliran lamina (stabil) kelihatan licin dan lancar dengan zarah-zarah ben-
dalir bergerak selari secara mantap ke arah permukaan jasad. Manakala, aliran 
gelora boleh dikatakan sebagai aliran kalut dengan pergerakan zarah-zarah adalah 
tidak mantap di dalam keadaan zig-zag yang tidak dapat diramalkan (Burmeister 
1993). 
Seterusnya, proses pemindahan haba secara olakan bebas berlaku dalam 
bendalir likat dengan bendalir yang terlibat adalah bendalir Newtonan. Ben-
dalir bukan Newtonan pula adalah penting dalam industri pemprosesan seperti 
makanan, cat, polimer, plastik dan juga dalam industri farmasi (Douglas et al. 
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1995; Batchelor 1967). 
Kajian olakan bebas dapat diaplikasikan ke dalam perkakasan (komponen) 
penyejukan elektronik, aplikasi binaan dan proses pertumbuhan kristal (Gebhart 
et al. 1988; Pop & Ingham 2001). 
1.2 Objektif dan Skop Kajian 
Objektif kajian ini adalah untuk membina model matematik serta untuk melakukan 
formulasi dan analisis terhadap model matematik tersebut. Seterusnya, untuk 
membangunkan algoritma pengiraan berangka dengan mempertimbangkan masalah 
kajian iaitu aliran lapisan sempadan olakan bebas terhadap silinder membulat dan 
mengufuk dengan syarat sempadan isoterma di dalam bendalir likat. 
Skop kajian yang dipertimbangkan terhad kepada masalah yang melibatkan 
aliran mantap lapisan sempadan olakan bebas terhadap silinder mengufuk, ber-
lamina dan dua-dimensi, yang terendam di dalam bendalir likat dan tak mampat 
dengan syarat sempadan isoterma iaitu suhu permukaan malar. Masalah kajian 
ini dirumus menggunakan penjelmaan tak serupa dan diselesai secara berangka 
menggunakan kaedah kotak Keller. 
1.3 Teori Lapisan Sempadan 
Konsep tentang wujudnya satu lapisan nipis yang melekat pada permukaan satu 
jasad yang terendam dalam medan aliran bendalir telah diketengahkan oleh Lud-
wig Prandtl pada tahun 1904. 
Prandtl (1904) telah memperkenalkan teori asas lapisan sempadan dan men-
cadangkan bahawa kesemua kesan kelikatan tertumpu di dalamnya. Idea utama 
terhasilnya teori lapisan sempadan ialah dengan mempertimbangkan aliran ter-
bahagi kepada dua bahagian utama. Bahagian terbesar aliran bebas bendalir 
iaitu bendalir-bendalir yang berada di kawasan ini adalah kurang likat. Baha-
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gian kecil ialah bahagian nipis bersebelahan permukaan jasad yang memberikan 
kesan kelikatan yang disebut lapisan sempadan (Acheson 1990). Di dalam lapisan 
ini, kesan geseran antara zarah-zarah bendalir di permukaan dengan zarah-zarah 
bendalir di sekelilingnya tidak boleh diabaikan. 
Prandtl memulakan cerapan dengan melakukan eksperimen ke atas garis 
arus (suatu lengkung khayalan dalam bendalir dan pada saat yang tertentu, tidak 
ada aliran yang merintanginya) dan diperhatikan bahawa kecerunan halaju yang 
besar, normal terhadap garis arus berlaku hanya di dalam kawasan yang ber-
hampiran permukaan jasad (Eckert & Drake 1972). 
Dalam menganalisis medan aliran, Prandtl mendapati bahawa adalah me-
madai dipertimbangkan gelagat kelikatan pada lapisan sempadan, dengan aliran di 
luar lapisan sempadan adalah kurang likat. Beliau cuba untuk memudahkan per-
samaan keabadian dengan menganggar peringkat magnitud bagi setiap sebutan di 
dalam persamaan keabadian tersebut. Setelah dimudahkan persamaan keabadian 
tersebut, beliau cuba menurunkan persamaan keabadian tadi sehingga menjadi 
persamaan lapisan sempadan (Eckert & Drake 1972). Analisis bagi persamaan 
Navier-Stokes didapati agak sukar walau pun dalam kes aliran mantap dua dimensi 
tak mampat. Untuk kes-kes khas bagi persamaan Navier-Stokes, hanya sebutan-
sebutan tertentu sahaja bagi penyelesaian sebenar diketahui wujud. Sumbangan 
terpenting Prandtl adalah dengan menunjukkan bahawa persamaan Navier-Stokes 
boleh dipermudahkan untuk menyelesaikan set-set anggaran persamaan lapisan 
sempadan (Bejan 1984). 
Walau bagaimanapun, tiga puluh tahun selepas konsep lapisan sempadan 
lamina Prandtl diperkenalkan, konsep ini telah diselidiki untuk aliran olakan be-
bas. Dalam tahun 1930, kajian oleh Schmidt dan Beckman tentang aliran olakan 
bebas di sepanjang plat menegak yang terpanaskan di dalam udara menunjukkan 
bahawa kawasan sempadan mungkin nipis jika dibandingkan dengan keseluruhan 
permukaan (Eckert & Drake 1972). 
Aliran lapisan sempadan yang berhampiran dengan pinggir plat adalah 
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lamina. Walau bagaimanapun, aliran bendalir bergerak semakin tinggi sehinggakan 
pada jarak kritikal, sedikit gangguan terhadap aliran berlaku menyebabkan aliran 
menjadi kacau-bilau dan akhirnya menjadi aliran gelora. Kawasan aliran di an-
tara aliran lamina dengan aliran gelora dinamakan kawasan perantaraan (Holman 
1997). 
Teori lapisan sempadan sangat kerap digunakan dalam menyelesaikan ali-
ran bendalir dan masalah pemindahan haba (Bejan 1984; Cebeci & Bradshaw 
1988). Ini adalah kerana persamaan lapisan sempadan adalah berbentuk parabo-
lik dan lebih mudah diselesaikan. Jika dilihat keseluruhan persamaan Navier-
Stokes, persamaan tersebut berbentuk eliptik atau hiperbolik yang lebih kom-
pleks bentuknya. Maka, persamaan pembezaan separa yang berbentuk parabolik 
boleh diselesaikan dengan menggunakan kaedah berangka seperti skim beza ter-
hingga. Seterusnya, teori lapisan sempadan amat popular kerana ia memberi mak-
lumat mengenai pemisahan aliran dari jasad permukaan dengan lebih terperinci 
berbanding menggunakan persamaan Navier-Stokes penuh. Oleh itu, persamaan 
Navier-Stokes perlu diselesaikan dengan lebih kompleks bagi mendapatkan mak-
lumat mengenai pemisahan aliran. Bagaimanapun, persamaan lapisan sempadan 
hanya boleh diselesaikan sehingga ke titik pemisahan sahaja. 
1.3.1 Andaian-andaian Asas pada Lapisan Sempadan 
Bagi mendapatkan persamaan aliran lapisan sempadan dua dimensi, Prandtl telah 
membuat beberapa andaian (Evans 1968). Walau bagaimanapun, sebelum di-
nyatakan andaian-andaian Prandtl, beberapa takrifan diperkenalkan. 
x = jarak bagi arah arus yang diukur sepanjang dinding dari titik lapisan 
sempadan bermula, 
y = jarak yang serenjang terhadap lapisan sempadan yang diukur dari 
dinding, 
u — komponen halaju bendalir dalam arah — x, 
v = komponen halaju bendalir dalam arah — y. 
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Jelas bahawa, apabila kita bergerak sepanjang lapisan sempadan, koordinat x dan 
y dan juga komponen u dan v akan, secara keseluruhannya, berubah arah dalam 
ruang. 
Andaian-andaian yang dibuat adalah 
1. Nombor Reynolds adalah besar (Re > 1). 
Dalam kes ini, kesan kelikatan adalah rendah. Ini membolehkan teori ben-
dalir tak likat digunakan pada seluruh medan aliran. Namun begitu, Re 
tidak boleh terlalu besar kerana aliran akan cenderung menjadi gelora. Oleh 
itu, pada permukaan lapisan sempadan, nilai nombor Reynolds adalah ren-
dah (Re < 2000) sehinggakan aliran bendalir yang berhampiran dengan din-
ding dapat dikategorikan sebagai lamina. Walau bagaimanapun, nombor 
Reynolds akan bertambah juga hingga ke satu titik di mana aliran menjadi 
gelora. Dengan kata lain, apabila Re > 2000, aliran menjadi gelora (Douglas 
et al. 1995) 
2. Kawasan aliran likat adalah sangat nipis. 
Andaian ini dibuat berdasarkan dari pemerhatian ke atas fakta ujikaji atau 
eksperimen dan ia penting bagi tujuan untuk memudahkan penghasilan per-
samaan lapisan sempadan. 
3. Syarat tidak gelincir berlaku pada permukaan jasad. 
Ini perlu kerana tanpa syarat ini, apabila y=0, maka u=0 tidak akan berlaku. 
4. Tiada aliran jisim menembusi dinding. 
Ini menjadikan v=0 pada y=0 
5. Momentum bendalir pada arah y diabaikan. 
6. Perubahan tekanan pada arah y diabaikan. 
7. Tekanan statik lapisan sempadan hanya berubah dalam arah x. 
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8. Hanya kecerunan halaju pada arah y menghasilkan tegasan kelikatan yang 
cukup besar. 
Dari takrif tegasan ricih r = p — iaitu hukum kelikatan Newton, tegasan 
ricih dalam aliran lamina dapat diungkapkan dalam sebutan kelikatan ben-
dalir dan kecerunan halaju pada arah y. Dengan kelikatan yang kecil dan 
kecerunan halaju yang besar menghasilkan tegasan ricih yang cukup besar. 
Oleh itu, hanya kecerunan halaju pada arah y menghasilkan tegasan ricih 
likat (Douglas et al. 1995) 
9. Aliran di luar lapisan sempadan adalah aliran kurang likat. 
Andaian-andaian tambahan yang lebih am dan sering digunakan dalam banyak 
masalah aliran lapisan sempadan ialah 
1. Aliran adalah mantap. 
Tidak mempertimbangkan sebarang perubahan terhadap masa sama ada ali-
ran tersebut berada di dalam lapisan sempadan atau di luar lapisan sem-
padan. 
2. Aliran adalah lamina. 
Melibatkan pembatasan pada nombor Reynolds bagi memastikan bahawa 
aliran akan menjadi mantap dan lamina seperti yang telah dijelaskan pada 
andaian utama. 
3. Sifat angkutan bagi bendalir adalah seragam. 
Sifat-sifat angkutan seperti ketumpatan p, kelikatan dinamik /i, konduktiviti 
terma k dan haba tentu q, adalah tidak berubah dengan kedudukan, diikuti 
dengan kelikatan kinematik v, dan resapan terma a, juga malar. 
4. Bendalir adalah tidak termampatkan. 
5. Perbezaan suhu adalah kecil. 
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Perbezaan suhu di antara suhu bendalir T, dengan suhu permukaan jasad Tw. 
dan suhu aliran bendalir T, dengan suhu persekitaran T^, adalah kecil. Ini 
dapat dilihat pada syarat sempadan bagi sebarang masalah aliran lapisan 
sempadan. Jika berlaku perbezaan suhu yang besar, aliran menghasilkan 
kesan luaran. 
6. Aliran sama ada dua dimensi atau pada paksi simetri. 
Dalam menyelesaikan masalah yang melibatkan aliran lapisan sempadan, 
sepatutnya perlu dipertimbangkan pada aliran dua dimensi, tetapi selagi per-
samaan yang digunakan dalam masalah tersebut menggambarkan persamaan 
menakluk aliran bendalir lapisan sempadan pada paksi simetri, persamaan 
tersebut boleh dijelmakan menjadi persamaan aliran dua dimensi (Douglas 
et al. 1995). 
7. Tiada penghapusan tenaga dalam lapisan sempadan. 
Pada aliran yang berhalaju tinggi, terdapat penghapusan kelikatan bagi 
tenaga di dalam kawasan lapisan sempadan. Oleh itu, kita hanya berminat 
terhadap aliran yang berhalaju rendah. 
8. Tiada daya jasad. 
Kita mengabaikan kesan terhadap daya graviti dan daya apungan apabila 
kita mempertimbangkan olakan paksa sahaja. Sebarang kesan yang terhasil 
dari apungan bendalir semata-mata disebabkan perbezaan suhu yang kecil. 
Ini berlaku pada olakan bebas dan nombor Reynolds yang digunakan adalah 
cukup besar. 
1.3.2 Jenis-jenis Lapisan Sempadan dan Kepentingannya 
Terdapat dua jenis lapisan sempadan iaitu lapisan sempadan halaju dan lapisan 
sempadan terma/suhu. 
1. Lapisan Sempadan Halaju. 
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Untuk memperkenalkan konsep lapisan sempadan, pertimbangkan aliran ter-
hadap permukaan seperti pada Rajah 1.1. Halaju pada permukaan adalah 
sifar. Ini disebabkan zarah-zarah bendalir yang bertindak ke atas permukaan 
tersebut telah membantutkan pergerakan zarah-zarah bendalir di sekeliling-
nya. Tetapi situasi ini tidak akan berlaku pada jarak y — S dari per-
mukaan. Pembantutan gerakan bendalir ini diikuti dengan tegasan ricih 
r, yang bertindak selari dengan halaju bendalir. Apabila jarak y semakin 
bertambah dari permukaan, maka halaju bendalir semakin bertambah se-
hingga mencapai nilai aliran bebas, Wqq. Kuantiti S dinamakan ketebalan 
lapisan sempadan dan ia merupakan nilai-nilai bagi y dan keadaan ini akan 
mencapai u — 0.99uoo (bagi kes jasad tegak) pada profil halaju sempadan 
(Incropera &c DeWitt 2002). Oleh kerana itu, aliran bendalir dicirikan kepada 
dua kawasan iaitu: 
(a) Lapisan bendalir nipis (lapisan sempadan) dengan kecerunan halaju 
dan tegasan ricih adalah besar dan di kawasan ini berlaku kelikatan. 
Wujudnya geseran yang tinggi pada permukaan menyebabkan tegasan 
ricih adalah besar. 
(b) Kawasan luar dari lapisan sempadan dengan kecerunan halaju dan te-
gasan ricih boleh diabaikan. Di kawasan ini, bendalir adalah kurang 
likat dan geseran adalah rendah. 
RAJAH 1.1 Lapisan sempadan halaju dibangunkan terhadap permukaan 
u. 
x 
2. Lapisan Sempadan Suhu/Terma. 
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Diketahui bahawa lapisan sempadan halaju terjadi apabila wujudnya aliran 
bendalir terhadap permukaan. Lapisan sempadan suhu pula terjadi apabila 
suhu permukaan Tw, dan suhu persekitaran T^, berbeza. Pertimbangkan 
aliran terhadap permukaan dengan syarat sempadan isoterma. Di pinggir 
lapisan sempadan, profil suhu adalah seragam dengan T — T^. Walau 
bagaimanapun, zarah-zarah bendalir bergerak ke arah permukaan dan men-
yentuh permukaan sehingga mencapai suhu yang seimbang (seragam) pada 
suhu permukaan. Sebaliknya, zarah-zarah bendalir ini (zarah-zarah ben-
dalir yang bergerak ke arah permukaan) telah menukarkan tenaganya dengan 
zarah-zarah bendalir disekelilingnya dan terhasilnya kecerunan suhu di dalam 
bendalir. Kecerunan suhu yang wujud di kawasan bendalir ini dinamakan 
lapisan sempadan suhu. Kuantiti 5t dinamakan ketebalan lapisan sempadan 
suhu. Dengan bertambahnya jarak dari pinggir lapisan sempadan, kesan 
pemindahan haba ke atas aliran bebas dan lapisan sempadan suhu berlaku 
(Incropera & DeWitt 2002; Schlichting & Kestin 1968). Lihat Rajah 1.2. 
RAJAH 1.2 Lapisan sempadan terma/suhu dibangunkan ke atas permukaan den-
gan syarat sempadan isoterma 
Kesimpulannya, lapisan sempadan halaju, 6(x) dicirikan dengan kecerunan 
halaju dan tegasan ricih. Manakala, lapisan sempadan suhu, St(x) dicirikan dengan 
kecerunan suhu dan pemindahan haba. Namun begitu, geseran permukaan dan 
pemindahan haba secara olakan adalah merupakan antara manifestasi terpenting 
kepada bidang kejuruteraan. 
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Bagi aliran sebarang permukaan, sentiasa wujud lapisan sempadan halaju 
dan geseran permukaan. Walau bagaimanapun, lapisan sempadan suhu dan pe-
mindahan haba secara olakan hanya wujud jika suhu permukaan Tw, dan suhu 
persekitaran T^, berbeza iaitu TW>T00. 
Oleh kerana suhu permukaan lebih tinggi daripada suhu persekitaran, Tw > 
Too, olakan bebas wujud dengan sendiri tanpa dibantu oleh agen luar yang men-
dorong bendalir persekitaran berolak menyesarkan sejumlah tenaga haba dari per-
mukaan ke sekelilingnya. Bagi kajian ini, iaitu masalah aliran lapisan sempadan 
olakan bebas terhadap silinder membulat dan mengufuk dengan syarat sempadan 
isoterma di dalam aliran likat, lapisan sempadan suhu terjadi kerana kajian ini 
mengandaikan suhu permukaan silinder Tw> melebihi suhu persekitaran T^, iaitu 
Tyj Tqq . 
1.4 Sorotan Kesusasteraan 
Merkin (1976) telah mengkaji masalah aliran lapisan sempadan olakan bebas ter-
hadap silinder mengufuk dengan suhu permukaan malar di dalam aliran likat. Be-
liau adalah orang pertama yang dapat menyelesaikan masalah ini untuk bendalir 
klasik (Newtonian) menggunakan kaedah Blasius dan siri pengembangan Gortler 
bersama dengan kaedah kamiran dan skim beza terhingga. 
Seterusnya, Merkin (1977) mengkaji masalah lapisan sempadan olakan be-
bas terhadap keratan rentas silinder eliptik, manakala Merkin & Pop (1988) juga 
mengkaji aliran lapisan sempadan olakan bebas ke atas silinder membulat dan 
mengufuk dengan fluks haba malar di dalam bendalir likat. Seterusnya, Ingham 
& Pop (1987) mengkaji masalah olakan bebas bagi silinder mengufuk yang ter-
panaskan di dalam medium berongga. 
Berpandukan kepada kajian yang telah dibuat oleh Merkin (1976) dan 
Merkin & Pop (1988) di dalam bendalir likat, dua kajian lanjutan telah dibuat 
oleh Nazar et al. (2002a) dan Nazar et al. (2002b). Bagi kajian yang dibuat oleh 
